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                       Τριγωνοµετρικά όρια  
                       Αλλαγή  µεταβλητής               

 

 
ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 

Τριγωνοµετρικά όρια.    
Θυµόµαστε     •    τριγωνοµετρικές ταυτότητες   

                         •    Συζυγής  παράσταση   

                         •    
x 0

x
lim 1

x→

ηµ
= ,      

x 0

x 1
lim 0

x→

συν −
= ,      x xηµ ≤  ) 

 
1. 

Να βρείτε το   
x 0
lim
→

2x 3x
x

ηµ +ηµ
 

Προτεινόµενη λύση.     

x 0
lim
→

2x 3x
x

ηµ +ηµ
  =  

x 0
lim
→

2x 3x
x x

ηµ ηµ + 
 

  

                                =  
x 0
lim
→

2x
x

ηµ
 + 

x 0
lim
→

3x
x

ηµ
 

                                = 2 
x 0
lim
→

2x
2x

ηµ
 + 3 

x 0
lim
→

3x
3x

ηµ
 

                                = 2 
2x 0
lim
→

2x
2x

ηµ
 + 3 

3x 0
lim
→

3x
3x

ηµ
  = 2⋅1 + 3⋅1 = 5 

 
 
2. 

Να βρείτε το   
x 0
lim
→

2x 3x 4x
2x

ηµ +ηµ −ηµ
 

Υπόδειξη     Ακολούθησε την άσκηση  1. 
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3. 

Να βρείτε το   
x 0
lim
→ 2

2x 1

x

συν −
 

Προτεινόµενη λύση.     

x 0
lim
→ 2

2x 1

x

συν −
 =  

x 0
lim
→

2

2

1 2 x 1

x

− ηµ −
  

                         =  
x 0
lim
→

2

2

2 x

x

− ηµ
   

                         =  –  2 
x 0
lim
→

2x
x

ηµ 
 
 

=  – 2⋅ 21  =  – 2  

 
 
4. 

 Να βρείτε το   
x 0
lim
→

3

2

x 1

x

συν −
 

Προτεινόµενη λύση.     

x 0
lim
→

3

2

x 1

x

συν −
 =  

x 0
lim
→

2

2

( x 1)( x x 1)

x

συν − συν +συν +
  

                        =  
x 0
lim
→

( )
2

2
2

x
1 2 1

2 x x 1
x

 − ηµ − συν +συν + 
  

 

                        =  –2
x 0
lim
→

2

2

x
2

x

ηµ
⋅

x 0
lim
→

( 2x x 1συν +συν + ) 

                        =  –2
x 0
lim
→

2x
2

x

 ηµ 
 
 
 

. 
x 0
lim
→

( 2x x 1συν +συν + )       (1) 

Αλλά     
x 0
lim
→

x
2

x

ηµ
 = 

x 0
lim
→

x
2

x
2

2

ηµ
 =  

1
2

 
x

0
2

lim
→

x
2

x
2

ηµ
 = 

1
2
⋅1 = 

1
2

 

και        
x 0
lim
→

( 2x x 1συν +συν + ) =  20 0 1συν +συν +  =  1 + 1 + 1 = 3 

 

(1)    ⇒        
x 0
lim
→

3

2

x 1

x

συν −
 =  –2⋅

1
4
⋅3 =  –

3
2
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5. 

Να βρείτε το   
x 0
lim
→ 2

x 1

x

νσυν −
,    όπου  ν ∗∈ℕ  

Υπόδειξη.      
Άσκηση  4. 
 
 
 
6. 

Να βρείτε το   
x 0
lim
→

4 x 2
x

−ηµ −
 

Προτεινόµενη λύση.     

x 0
lim
→

4 x 2
x

−ηµ −
 =  

x 0
lim
→

( 4 x 2)( 4 x 2)

x( 4 x 2)

−ηµ − −ηµ +

−ηµ +
 

                              =  
x 0
lim
→

4 x 4

x( 4 x 2)

−ηµ −

−ηµ +
 

                              =  – 
x 0
lim
→

x

x( 4 x 2)

ηµ

−ηµ +
 

                              =  – 
x 0
lim
→

x
x

ηµ
⋅

x 0
lim
→

1

4 x 2−ηµ +
  

                              =  –1⋅
1

4 0 2−ηµ +
 = –1⋅1

4
 = – 1

4
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7. 

Να βρείτε το   
x 0
lim
→

3x
x xεϕ −ηµ

 

Προτεινόµενη λύση.     

x 0
lim
→

3x
x xεϕ −ηµ

 =  
x 0
lim
→

3x
x

x
x

ηµ −ηµ
συν

  

                         =  
x 0
lim
→ ( )

3x
1x 1

x
ηµ −

συν

  

                         =  
x 0
lim
→

3x
1 xx

x
−συνηµ
συν

 

                         =  
x 0
lim
→

3x x
x(1 x)
συν

ηµ −συν
=  

x 0
lim
→

2x x x
x 1 x

 ⋅ ⋅συν ηµ −συν 
    (1) 

 

Αλλά   
x 0
lim
→

x
xηµ

 = 
x 0
lim
→

1
x

x
ηµ

 = 

x 0

1
x

lim
x→

ηµ
 = 1

1
= 1, 

           
x 0
lim
→

2x
1 x−συν

 = 
x 0
lim
→

2

2

x
x1 (1 2 )
2

− − ηµ
  

                                  =  
x 0
lim
→

2

2

x
x2
2

ηµ
  

                                 =  1
2 x 0

lim
→

( )
2

2

x4
2

x
2

ηµ
 

                                  =  2
x 0
lim
→

2x
2

x
2

 
 
  ηµ 

 

                                 =  2

2

x 0
2

x
2lim

x
2

→

 
 
  ηµ 

= 2⋅ 21  = 2 

και      
x 0
lim
→
συνx = συν0 = 1 

(1)   ⇒      
x 0
lim
→

3x
x xεϕ −ηµ

 =  1⋅2⋅1 = 2 
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8. 

Να βρείτε το   
x 2
lim
→−

x
x 2
εϕπ
+

 

Προτεινόµενη λύση.     

Θέτουµε   h = x + 2,   οπότε   x = – 2 + h    και    h→0 

x 2
lim
→−

x
x 2
εϕπ
+

 =  
h 0
lim
→

[ ( 2 h)]
2 h 2

εϕ π − +
− + +

  

                   =  
h 0
lim
→

( 2 h)
h

εϕ − π+ π
  

                   =  
h 0
lim
→

( h)
h

εϕ π
 =  π 

πh 0
lim
→

( h)
h

εϕ π
π

  
∗
=   π⋅1 = π 

∗    
x 0
lim
→

x
x
εϕ

 =  
x 0
lim
→

x
x x
ηµ
συν

 =  
x 0
lim
→

x
x

ηµ
 

x 0
lim
→

1
xσυν

 =  1. 1
0συν

 = 1⋅1
1

 = 1 
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9. 

Να βρείτε το   
x 1
lim
→

(5 x)
( x)

ηµ π
ηµ π

 

Προτεινόµενη λύση.     

Θέτουµε    x = 1 + h ,   οπότε     h→0 

x 1
lim
→

(5 x)
( x)

ηµ π
ηµ π

 =  
h 0
lim
→

[5 (1 h)]
[ (1 h)]

ηµ π +
ηµ π +

   

                       =   
h 0
lim
→

(5 5 h)
( h)

ηµ π+ π
ηµ π+ π

     

                       =   
h 0
lim
→

( 5 h)
( h)

ηµ π+ π
ηµ π+ π

 

                       =  
h 0
lim
→

(5 h)
( h)

−ηµ π
−ηµ π

         

                      =   
h 0
lim
→

(5 h)
5 h

5 h
h

h
h

ηµ π
π

π
ηµππ
π

 

                      = 5 
h 0
lim
→

(5 h)
5 h

h
h

ηµ π
π

ηµπ
π

   =   5 h 0

h 0

(5 h)
lim

5 h
h

lim
h

→

→

ηµ π
π

ηµπ
π

       (1) 

 

Αλλά   
h 0
lim
→

(5 h)
5 h

ηµ π
π

 = 
5πh 0
lim

→

(5 h)
5 h

ηµ π
π

 = 1      

και       
h 0
lim
→

( h)
h

ηµ π
π

  = 
πh 0
lim
→

( h)
h

ηµ π
π

 =  1 

 

(1)  ⇒     
x 1
lim
→

(5 x)
( x)

ηµ π
ηµ π

 =  5⋅1
1

 =  5  

 
 
10. 

Να βρείτε το   
x 1
lim
→

21 x
( x)
−

ηµ π
 

Υπόδειξη.      
21 x

( x)
−

ηµ π
 =  1 x

( x)
−

ηµ π
 (1 + x)    και ακολούθησε την άσκηση  8. 
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11. 

Αν  
x 1
lim
→

f(x)
x 1−

 = 2,   να υπολογίσετε το  
x 1
lim
→

( x)
f(x)

ηµ π
 

Υπόδειξη.      
( x)

f(x)
ηµ π

 =  

( x)
x 1
f(x)
x 1

ηµ π
−

−

  και ακολούθησε την άσκηση  8. 

 
 
12. 

Αν  
x 1
lim
→

f(x) 2
x 1
−
−

 = 4,   να υπολογίσετε το  
x 1
lim
→

( x)
f(x) 2
ηµ π

−
 

Υπόδειξη.     Ακολούθησε την άσκηση   11. 
 
 
 

 

Αλλαγή  µεταβλητής 

13. 
Η συνάρτηση  f : →ℝ ℝ   είναι περιττή  και  

x xo
lim
→

f (x) = ℓ ∈ℝ .   

Να αποδείξετε ότι  
x xo
lim
→−

f (x) = –ℓ . 

Προτεινόµενη λύση.     

f   περιττή   ⇒     f (– x) = –f (x)    για κάθε  x∈ℝ . 
 
∆ίνεται    

x xo
lim
→

f (x) = ℓ .   

Όπου  x  θέτουµε   – u   και έχουµε    
u x
lim
→− ο

f (–u) = ℓ   

                                                            
u x
lim
→− ο

[– f (u) ] = ℓ  

                                                            –
u x
lim
→− ο

f (u) = ℓ  

                                                            
u x
lim
→− ο

f (u) = –ℓ  

όπου  u  θέτουµε  x,  οπότε                 
x x
lim
→− ο

f (x)= –ℓ . 

 
 
14. 
Η συνάρτηση  f : →ℝ ℝ   είναι άρτια  και  

x xo
lim
→

f (x) = ℓ .   

Να αποδείξετε ότι  
x xo
lim
→−

f (x) = ℓ . 

Υπόδειξη :   Άσκηση  13 
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15. 

Έστω συνάρτηση  f : →ℝ ℝ    µε   
x 0
lim
→

( )f x
x

 = 1.    

Να υπολογίσετε το   
x 0
lim
→

( )2

2

f x  + x

x x−
,  εφόσον υπάρχει. 

Προτεινόµενη λύση.     

x 0
lim
→

( )2

2

f x  + x

x x−
 = 

x 0
lim
→

2

2

2

2

f(x  + x)
x  + x
x x
x + x

−
 = 

2

2x 0

2

2x 0

f(x + x)
lim

x + x
x xlim
x + x

→

→

−
      (1) 

Για το  
x 0
lim
→

( )2

2

f x  + x

x x+
  όπου  2x + x   θέτουµε  u :   

x 0
lim
→

( )2

2

f x  + x

x x+
 =  

u 0
lim
→

( )f u
u

 = 1.    

Για το  
x 0
lim
→

2

2
x x
x  + x

−    έχουµε    
x 0
lim
→

2

2
x x
x  + x

−  =  
x 0
lim
→

x(x 1)
x(x 1)

−
+

 = 
x 0
lim
→

x 1
x 1
−
+

 = 0 1
0 1
−
+

= –1 

(1)   ⇒    
x 0
lim
→

( )2

2

f x  + x

x x−
 =  1

1−
 =  –1 

 
 
16. 

Έστω συνάρτηση  f : ∗→ℝ ℝ    µε   
x 2
lim
→

( )f 4 x
f(x)
−

 = ℓ  > 0.   Να βρείτε το ℓ . 

Προτεινόµενη λύση.     

Όπου  4 – x   θέτουµε  u,  οπότε  u →  4 – 2 = 2   και  η υπόθεση γίνεται 

u 2
lim
→

( )f u
f (4 u)−

 = ℓ     ⇒      
u 2
lim
→

( )f 4 u
f(u)
−

 = 1
ℓ

     

                                           ℓ  = 1
ℓ

   ⇒    2
ℓ  = 1    ⇒   ℓ  = 1 

 
 
 
 
 


